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av3+b
1) Demonstrati ca daca a,b sunt numere naturale diferite de zero, iar L € Q,
b3+ 1
A+ 0+ 1 5
atunci ————— este numar natural.
a+b+1

Prelucrare dupa Stefan Smarandache (Olimpiada Nationala 1994)

Solutie si barem de corectare

11721 P (1p)
3+
Daca a\/_—+ — g € Q atunci a3 + b = bg\/3 + ¢, adica (a — bg)V3=q—b...... (2p)
bv3+1 )
Daci a — bq # 0 ar rezulta ca /3 = 1q _b € Q, contradictie ...................... (1p)
— g
Rezultd a —bg =0, decigiq—b=0. Atuncia=bg=5b>.......................... (1p)

Put o at Ca?+ 0 +1 VP +1 202+ 10 (BP+1)2 -0
utem Scrie atuncil = = = —
a+b+1 P+b+1 P+b+1 P+b+1

(P+1=0b)B*+14b)
T 4
D21 b+ 1 + (4p)
aZ+ b2 +1
a+b+1

care este numar natural fiind intreg si pozitiv (pentru ca > 0, sau pentru ca



Varianta pentru prima parte: Amplificand cu conjugata numitorului obtinem

av3+b 3ab—b b —a
= P 2
bvV3+1 362—1+3b2—1\/_ (2p)
3ab—b b —
Cum 322 13 _al sunt numere rationale, ............. .. i (1p)
3+0b b —
av'3 + € Q daca si numai daca - 0, adica daca gi numai daci b* =a.... (1p)

b3+ 1 302 — 1

2) Baza piramidei VABC este triunghiul echilateral ABC. Demonstrati ca daca cele

patru fete ale piramidei au ariile egale, atunci VABC' este tetraedru regulat.
Dorel Mihet

Solutie si barem de corectare

STt (1p)
Fie O proiectia lui V' pe planul bazei, iar M, N, P picioarele perpendicularelor din O pe
AB, BC, C'A (respectiv).

Din teorema celor trei perpendiculare rezulta ca VM,V N,V P sunt inaltimi in triun-

ghiurile VAB, VBC, VO A . .. (1p)
Deoarece AB = BC = C'A = a, iar fetele laterale au aceeagi arie, deducem ca VM =
VN = VP, iar din Aapc = Ayap obtinem ¢ VM = 93 .. (2p)

Rezulta ca AVOM = AVON = AVOP, deci OM = ON = OP. Prin urmare O este
sau punctul de intersectie a bisectoarelor interioare sau punctul de intersectie a doua din
bisectoarele exterioare ale triunghiului ABC ... ... .. ... ... .. o i, (2p)
In primul caz, O coincide cu punctul de intersectie a mediatoarelor laturilor triunghiului
ABC, deci VA = VB = VC. In plus, din Aupc = Ayap rezults VM = %g, deci
VA=,/ ‘1—2 + % = a, adica fetele laterale sunt triungiuri echilaterale.............. (1p)
Aratam ca al doilea caz este imposibil. Presupunem ca O este la intersectia bisectoarelor
exterioare ale unghiurilor A gi C. Atunci AOAC este triunghi echilateral (are doua
unghiuri de masura 60°) ... (1p)
deci OM = “73,
cu OP, care este cateta ............ i (2p)

ceea ce este absurd, caci triunghiul V PC ar avea ipotenuza V P egala

Pentru tratarea completa a primului caz se acorda 5p.
Observatie. Un tetraedru cu toate fetele de aceeasi arie se numeste tetraedru echifacial.

Intr-un tetraedru echifacial muchiile opuse sunt congruente.



3) Fie x1,x9,...,210 € Ncu z1 + x5 + ... + 119 = 15.
Demonstrati ¢a @f + 23 + ... + 2%, > 25.
Andrei Eckstein

Solutie i barem de corectare

N 7t PP (1p)
Din inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski rezultd ca x? + 3 + ... + 2%, > 22,5, deci 27 +
i T . (3p)
Deoarece x% + x5+ ...+ 1%, are aceeasi paritate cu z1 43+ ...+ 19, riméane s demonstram
CA T2 4 T3 4 o 0 7 23 (2p)

Pentru aceasta consideram scrierile lui 23 ca suma de cel mult 10 patrate perfecte nenule
i aratam ca x; + ... + x19 # 15:

16+1+...+1~~44+7=11
—_—

7
16+4+14+141~~4+24+14+1+1=9

94+9+1+...+1~6+5=11
5
9+9+4+1~6+3=9

9+4+4+1+...+1~~3+44+6=13
———

6
944+4+4+141~3+6+2=11
A d44+44+4+14+141~1043=13 ... ... (4p)

Observatie. Valoarea minima a lui > 7 este 25 si se atinge cand 5 dintre numerele

T1,...,x10 sunt 2, iar celelalte 1.

Solutia a II-a
STt o (1p)
Daca printre cele zece numere sunt 0O-uri atunci exista neaparat si numere z cu z > 1

si inlocuind perechea (0,z) cu (1,z — 1) micsoram suma patratelor. Scapam astfel de

La fel, daca printre numerele date exista si x > 2, atunci neaparat printre ele este gi 1.
Inlocuind perechea (z,1) cu (z — 1,2) micgoram iardsi suma pitratelor ............ (3p)

Astfel minimul se obtine atunci cand toate numerele sunt 1 sau 2.................. (1p)



Se constata imediat ca pentru a obtine suma 15 trebuie ca 5 dintre numerele x4, ..., x19 sa

fie 2, iar celelalte 1. Deci valoarea minima pentru Y 22 este 5-4+5=25......... (2p)

Solutia a I1l-a

N 7t PP (1p)
Pentru orice numar natural n este adevarata inegalitatea n? > 3n — 2 (se reduce la
(M= 1)(1 = 2) > 0) ottt (6p)
Deci S22 >3 @i — 20 = 25 it (3p)

4) Se stie ca modificand o singurd cifra din scrierea zecimald a numdrului 242643801 ge
obtine un numar prim p.
a) Care este ultima cifra a lui p?

b) Aratati ca 42643801 est ar prim.
) Aratati ca este numar prim Dorel Mihet

Solutie si barem de corectare

STt . (1p)
a) Numarul 242643801 e termind cu cifra 2 ... (1p)
deci pentru a obtine numarul p trebuie sa modificam ultima cifra asa............. (1p)

Aratam ca aceasta cifra trebuie schimbata in cifra 1 (deci p se termina in 1). Intr-adevar:

-Daca u(p) = 3, atunci p = 242643801 4 1 Aceastd egalitate este insd imposibild, deoarece

242643801 11 go divide CU 3. ..ttt (1p)
_Daci u(p) = 7, atunci p — 212643801 5 g5 942648801 | 5 _ 9. 942643800 | 5 __ 9 Q14214600 4 5
2(7k + 1) + 5 este multiplu de 7, contrazicand faptul ca p este prim................ (2p)
-Dacd u(p) = 9, atunci p = 242643801 47 — 942643801 4 1 4 6 se divide cu 3, absurd .. (1p)

242643801 _ 1 egte prim. Presupunem prin absurd ci

b) Din a) rezulta ca numarul p =
numarul 42643801 este compus.

Atunci 42643801 = m -n, cu 1 < m,n < 42643801, deci 1 < 2™ — 1 < 242643801 _ 7 j
242643801 _ 9 — gmn _ 1 — (2m)" — | ge divide cu 2™ — 1, absurd. Contradictia la care am
ajuns ne arata ca 42643801 este Prim........ ..ot (3p)
Observatie. Un numar prim de forma 2" — 1 se numeste numar prim Mersenne. Daca
2" — 1 este numar prim Mersenne, atunci n este prim. Numarul p din problema este un
numar prim Mersenne care are 12.837.064 cifre (al treilea ca marime cunoscut pana in

prezent).



